Jacek Kredenc

Propozycje rozwigzan zadan z matematyki - matura rozszerzona

Zadanie 1

W rozwini¢ciu wyrazenia (laﬁx - 4}-‘) wspélezynnik przy iloczynie xy~ jest réwny

A. 323 B. 48 C. 9643 D. 144

Rozwiazanie:

Zastosujmy tréjkat Paskala

1 3 3 1

Przy iloczynie xv*bedzie stat wspdtczynnik 3. Zatem

3-2v/3x - (4y)® = 6V3x- 16y = 961/3xy?

Odpowiedz : C

Zadanie 2

Wielomian (x)=6x" +3x" —5x+ p jest podzielny przez dwumian x—1 dla p réwnego

A 4 B. -2 C. 2 D. 4

Rozwigzanie:

Poniewaz wielomian W(x) ma by¢ podzielny przez dwumian x — 1, wiec jednym z jego

pierwiastkow jest x=1, czyli

Ww(1)=0
6-1°+3-1°-5-14+p=64+3—-5+p=4+p=0
p=—4

Odpowiedi: D



Zadanie 3.

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkeji homograficzne; y = f(x). ktore

dziedzing jest zbidr D =(—es, 3) (3. +o0).

Réwnanie | f(x) ‘ = p z niewiadoma x ma dokladnie jedno rozwiazanie

A. w dwoch przypadkach: p=0 lub p=3. B. wdwoch przypadkach: p=0Iub p=2.
C. tylko wtedy. gdy p=3. D. tylko wtedy, gdy p=2.

Rozwiazanie:

Wartos¢ bezwzgledna odbije symetrycznie fragment wykresu znajdujgcy sie pod osig ox i
wykres |f(x)| bedzie wygladat nastepujgco:

[N
=
—]
ra4-
]
S
=2
g

Odpowiedz B



Zadanie 4

-1

Funkeja f(x)= 3?: jest okreslona dla kazde) liczby rzeczywistej x. Pochodna tej funkej

x+4
jest okreslona wzorem

3 +2x+12
AI ! x - B. - x ——.\
f( } (x2+4)2 f( ) (_r:+4);
3x* —2x-12 Ox? —2x+12
C. flx)=—— = D. f'(x)=——"—
f( } (x:+4)_. f( ) (x2+4)

Rozwigzanie:

Korzystamy ze wzoru

fx)
h(x) =
g(x)
von_F(x)glx)—f(x)g'(x)
h'(x) = =
[g(x)]°
£ 3(x*+4)—(3x—1)-2x 3x*412-6x"+2x —3x+2x+12
x)= - — = — = — =
' (x2+4)° (x4 4)°2 (x=+4)°
Odpowiedi: A
Zadanie 5
(pnl +4n)3 )
Granica lim =—— . Wymnika stad. ze
== 5nt —4 5 ’
A, p=-38 B. p=4 C. p=2 D. p=-2

Rozwigzanie:

Po rozwinieciu licznika, okaze sie, ze na wartoé¢ granicy ma tylko wptyw wyraz p*n® i ze

. . P = B
granica jest réwna — = —
=

Odpowiedi: D



Zadanie 6

Wsrdd 10 tysicey mieszkancow pewnego miasta przeprowadzono sondaz dotyczacy budowy
przedszkola publicznego. Wyniki sondazu przedstawiono w tabeli.

Badane grupy Liczba 0s6b popierajacych Liczba osob niepopierajacych
5 budowe przedszkola budowy przedszkola

Kobiety 5140 1860

Mezezyzni 2260 740

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, 7e losowo wybrana osoba,
sposréd ankietowanych, popiera budowe przedszkola. jesli wiadomo. ze jest mezezyznj.
Zakodu trzy pierwsze cyfry po przecinku nieskonczonego rozwiniecia dziesigtnego
otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie:

Tak naprawde to potrzebne sg nam tylko informacje dotyczgce mezczyzn. Wszystkich
mezczyzn byto 3000. Za budowg przedszkola opowiedziato sie 2260 respondentdw, czyli
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany mezczyzna bedzie za budowg przedszkola wynosi

2260
3000

=0,7533333 ...

?‘5‘3

Odpowiedzi:

Zadanie 7

S
2x—371

wyrazy tego ciagu sa dodatnie. Wyznacz najmniejsza liczbe calkowita x. dla ktore)

by}
Dany jest ciag geometryezny (a, ) okreilony wzorem a, =( ] dla n21. Wszystkie

nieskoficzony szereg a, +a, +a; +... jest zbiezny.
Rozwiazanie:
Szereg geometryczny jest zbiezny, gdy |a,| < 1.
Poniewaz wszystkie wyrazy tego ciggu sg dodatnie mozemy opusci¢ wartosé bezwzgledna.

Aby nasze wyrazenie miato sens liczbowy musimy zatozy¢, ze



2x— 3710

371
XE —

Mamy wiec:

1
—{;: 1
2x — 371

2x=371>=1
2x = 372

x = 186
Odpowiedzi:

Najmniejszg liczbg catkowitg spetniajgcg warunki zadania jest liczba 187.



Zadanie 8

Wykaz. ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i1 y takich., ze x* 4y  =2.
prawdziwa jest meréwnosé x+y<2.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze x° + y* = 2, to réwnanie okregu o $rodku w poczatku uktadu wspétrzednych

i promieniur = 2. Zatemx = r-cosa { v =7 -sina. Popatrz narysunek

|
S

Poniewaz liczby x i y sg dodatnie, wiec & € ('D: f

Mamy wowczas
] ] 'P ]
x+v=rcosa+rsina =r(cosa +sina) = V2(cosa + sina)

Poniewaz

sing = cas(g — ch

Wiec

—

T — T T — \E T
x+y= *J’E(ccscr —:cns(g—ﬂ)) = \!’2~2cus4-ccs(a—4-) =V2-2- cns(a ——) =

4
b

=2c05(a—§)

Bocosxy =1



Zadanie 9

Dany jest prostokat ABCD. Okrag wpisany w trojkat BCD jest styczny do przekatnej BD
w punkcie N. Okrag wpisany w trojkat ABD jest styczny do boku AD w punkcie M., a srodek S
tego okregu lezy na odeinku MN. jak na rysunku.

D \ C
7
N
M - \ N /
A B
Wykaz, ze [MN|=|4D|.
Rozwigzanie:

Uzupetnijmy powyzszy rysunek.

D

5N | a
[

A

Poniewaz |AM| = |MS| = r, to wystarczy dowie$¢, ze |[DM| = |SN|. Z wtasnosci stycznych
do okregu wychodzgcych z tego samego punktu mamy, ze

IMD| = |DK| = INB| = |BG| = a



|lAM| = |MS| = |HS| = |SK| =|oN| = |oG| =o1| = |cI|=|cG| =r
Ponad to uméwmy sie, ze |KN| =b i |SN|=¢
Tréjkaty MND i SNK sg podobne. (Oba sg prostokatne i majg wspolny kat MND).

Z podobienstwa tych trojkatéw wynika, ze

C
IDN|

Bl

Ale |[DN| = a + b, wiec

C
+ b

T i
Il
B

Po przeksztatceniach otrzymujemy

ra—+ rh

c =
a

Podobne sg tez trojkaty MND i ABD. (Oba sg prostokatne i majg wspdlny kat ADC.
Z podobienstwa tych tréjkatow wynika, ze

a+r_2a-!—b

a a+b

Po przeksztatceniach mamy

a“ +ab+ ar+ br = 2a* +ab

a’ =r(a+b)
Podstawmy w réwnaniu
ra-+ rhb
c —_—
a

-

ra+rbh=a"

I mamy
a2
c=—=ana
t

c=a

Co konczy dowdd.



Zadanie 10

Wyznacz wszystkie wartose1 parametru a. dla ktorych wykresy funkep f1 g. okreslonych
wzorami f(x)=x-2 oraz g(x)=5-ax, przecinaja si¢ w punkcie o obu wspélzednych

dodatnich.

Rozwiazanie:
Na poczatek rozwigzmy nastepujacy uktad rownan:

{_1-*=x—2
y=5—ax

Wynika z tego, ze

x—2=5—ax

xt+ax=7

x(1+a)=7

Poniewaz bedziemy dzieli¢ przez 1 + a , musimy przyjgc zatozenie, ze a = —1.

Wowczas mamy

7

14+ a

X =

7 7—2—2a 5—2a
v = o _

'_lva l1+a l1+a

X bedzie dodatniegdy 1 +a = 0, czylia = —1

Y bedzie dodatnie gdy :_f: = 0.

Poniewaz iloraz jest dodatni, gdy dzielna i dzielnik sg tego samego znaku, wiec zachodzg dwa
przypadki:

Przypadek pierwszy
5—2a>=0 1 1+a>=0

—2a > =5 i a>=—1

Przypadek drugi



5—2a =<0 i 1+a=0

—2a =< —5 i a<=: —1

a =

a1 L

Sprzecznosc

Odpowiedi:

|

Warunki zadania bedg spetnione dla a € (—1:



Zadanie 11

C e . 2cosx—f3 .
Rozwiaz nierownos¢ ————— < 0 w przedziale {0. er:) .
cos X

Rozwigzanie:

[ERE

Fa | L

Aby nieréwnos¢ miata sens liczcbowy nalezy zatozy¢, ze x =

Poniewaz mianownik zawsze jest dodatni, wiec nierdwnosc¢ bedzie spetniona, gdy licznik
bedzie ujemny

2cosx—vV3<0

2cosx << v3

11
- Iub =7
&

Poniewaz cosx == gdy x = :

Odpowiedz

3 T 1 r ., 3
cas.r{%,gdyxE(E;?Ir)bez; i -mw



Zadanie 12

Dany jest tréjmian kwadratowy f(x)= x +2(m+1)x+6m+1. Wyznacz wszystkie

rzeczywiste wartoscl parametru m. dla ktorych ten tréjmian ma dwa rézne pierwiastk x,. x,

<3,

tego samego znaku, spelniajace warunek |Jr1 —

Rozwiazanie:

Tréjmian kwadratowy ma dwa pierwiastki, gdy jego wyrdznik jest dodatni
A=b*—4ac=2(m+ 1)) —4(6m+1)=4(m+1)* - 24m—4=4(m* +2m+1) —
—24m—4=4m’* +8m+4—-24m—4=4m* —16m >0

4m(m—4) =0

(m=0 i m=4) lub (m<0 i m<4)

m =0 lub m > 4

Na mocy wzordéw Viete’a mamy

—b—vA —-b++A
— = 3

2a 2a

—b—VA+b—VA
=< 3
2a

—2v/A

i

2a

VA< 3

4m* —16m <9



4m> —16m—9 <0

A=16"+4-4-9 =256 + 144 = 400

vA=20
16 — 20 1
my = =—=
8 2
16 + 20 1
L, = = 4 -
8 2
1
——<im <l 4=
2
Odpowiedz

Zbierajac wszystkie warunki otrzymujemy m € (—é; G) lub me (4; 4%)



Zadanie 13

Punkty 4=(30, 32) i B=(0, 8) sa sasiednimi wierzchotkami czworokata ABCD wpisanego
w okrag. Prosta o réwnaniu x—y+2=0 jest jedyna osia symetru tego czworokata 1 zawiera
przekatna AC . Oblicz wspdlrzedne wierzchotkow C 1 D tego czworokata.

Rozwigzanie

Poniewaz prosta o réwnaniu x — v + 2 = 0 przechodzi przez punkt A i jest osig symetrii

czworokata ABCD wiec punkt D jest symetryczny do punktu B i odcinek BD jest prostopadty
do tej prostej. Znajdzmy wspodiczynnik kierunkowy zadanej prostej

xr—yv+2=0

vyv=x+2

W takim razie wspotczynnik kierunkowy wynosi 1

Réwnanie prostej przechodzacej przez punkty B i D bedzie wiec miato postac

v=—x+b

Poniewaz prosta ta przechodzi przez punkt B=(0; 8),wiec
8=5»

Nasza prosta ma wiec réwnanie

y=—x+8

Znajdzmy punk przeciecia tych prostych

v=—x138

{_x-'=x—12

x+3
E=(3;5)
Wektor

B

[0—3;8—5] =[-3;3]

Wektor



DE=[3-x3—y]

Wektory EB i DE sa réwne, wiec

{3—x=—3
5—y=3
=6
v =2
D = (6;2)

Mamy juz trzy wierzchotki naszego czworokata. Nalezy jeszcze znalez¢ jego czwarty
wierzchotek C. Musi on leze¢ na prostej o rownaniu v = x + 2 i na okregu opisanym na tym
czworokgcie. Majac 3 wierzchotki naszego czworokata, sprobujmy znalezé rdwnanie okregu
opisanego na tym czworokgcie. Z wtasnosci czworokata wpisanego w okrag wynika, ze
tréjkaty ABC i ADC sg prostokatne, a przekatna AC jest wspdlng przeciwprostokatng tych
tréjkatéw. Srodek szukanego okregu musi wiec lezeé na prostej opisanej réwnaniem
y=x+ 2

Ogodlna postac rownania prostej to

x?+ y* + ax + by + ¢ = 0. Znajac 3 punkty na okregu mozemy napisac zespét trzech

rownan z trzema niewiadomymi

8248b+c=0

lzuf+32’=‘+30av32b—c =0
6°+2°4+6a+2b+c=0

64+8b+c=0

rﬂﬁ—k 1024 +30a+32b+¢c =0
36+4+6a+2b+c=0

644+ 8b4+c =0
40+6a+2b+c=0

l'l‘??d-* 30a+32b+c=0

c= —8b— 64

1924 +30a +32b—8b—64=10
40+6a+2b—8b—-64=0
—24+6a—6b=0

310+ 5a+4b=0

{
{1860v3ﬂav24b=ﬂ
{ —4+a—b=0



{31()-!— Sa+4b=0
—16+4a—4b=10

294+ 9a=10
3a=-98

2
a=—32-

3

2
—4—-32--b=0
3

2
b=—-36-
3
. . a 2= 1, p 36T 1
Srodek szukanego okregu S=(p; q), gdziep = — - = =% = 16? q=—s= == 135
1 1
5= (16—; 18—)
3 3
— 1 1 2 2
S5A= [30— 16=;32 — 18-] = [13—; 13—]
3 3 3 3
— 1 1
DS = [16— —x;18—= —y]
3 3
Poniewaz wektory SA = 5D wiec lﬁi— x= 13§ i 13&— y = 13§
2
x=2-
2
y=4-
3
Odpowiedzi:

Pozostate wierzchotki tego czworokata, to € = (2%; 4%) i D=(6;2)



Zadanie 14

Rozpatrujemy wszystkie liczby naturalne dziesigciocyfrowe, w zapisie ktorych moga
wystepowac wylacznie cvfry 1, 2, 3, przy czym cyfra | wystepuje dokladnie trzy razy.
Uzasadni), ze takich liczb jest 15 360.

Rozwigzanie:

Zacznijmy od rozmieszczenia trzech 1. Poniewaz pierwszg jedynke mozna ustawié¢ na
dowolnym miejscu liczby, wiec mozna to zrobi¢ na 10 sposobdw. Drugg jedynke mozna
rozstawic juz tylko na 9 sposobdw, a trzecig na 7 sposobdéw. Dajeto 10-9 -8 = 720.

Poniewaz jedynki sg nierozréznialne, trzeba nasz wynik podzieli¢ przez ilos¢ permutac;ji

Przy kazdej kombinacji jedynek jest jeszcze 7 miejsc na cyfry 2i 3.

Bedziemy wiec losowac z posréd dwdch cyfr jedna, zapisywac jg na kolejnym wolnym
miejscu, zwracaé i losowaé ponownie. Mamy wiec 2 = 128 kombinagji

120-128 = 15360

Zadanie 15
W ostrostupie prawidlowym czworokatnym ABCDS o podstawie ABCD wysokos¢ jest rowna 5,

a kat miedzy sasiednimi scianami bocznymi ostrostupa ma miare 120°. Oblicz objgtosc tego
ostrostupa.

Rozwigzanie

Zacznijmy od rysunku



A

Z prostokatnego tréjkata BCE policzmy EC

|AC| = |DB| = aV?2

ay2

tatwo zauwazy¢, ze trdjkat OBE to ekierka o katach 60°% 30°i90°. W takim razie |0B| =




k=——
3
av'é
;= ave
G

Z prostokatnego tréjkata ECO policzymy |EC|

|EC|]? + k* = a*

a‘-6 . 2a?
=g - =

|ECP=a® —k?=a® - —
9 3

w| &,

a3
EC|=—
|EC] 3

Trojkaty OEC i OSC sg podobne (bo oba sg prostokatne i majg jeden kat wspdlny. Jest to kat
Sco

I _|EC|
h loc|
-:I,\."'E -:11.."3
_6 _ _3
5 m."E
2
a6 V3
_6 _ 3
s\
2
i:!\."'ﬁ 5\,5
12 3

a =10
1 500 2
V=—-5-100 = — = 166—
3 3 3
Odpowiedz

Poszukiwana objetos¢ ostrostupa wynosi 166%



Zadanie 16

Parabola o réwnaniu )::2—%.1:I przecina o5 Ox ukladu wspolrzednych w punktach

A=(-2,0) i B=(2,0). Rozpatrujemy wszystkie trapezy réwnoramienne 4BCD, ktorych

diuzsza podstawa jest odcinek AB, a konce C 1 D krotsze) podstawy leza na paraboli (zobacz
rysunek).

o

A x

;s A

Wyznacz pole trapezu ABCD w zaleznosci od pierwsze) wspotrzedne) wierzchotka C. Oblicz
wspolrzedne wierzchotka C tego z rozpatrywanych trapezow, ktorego pole jest naywigksze.

Rozwigzanie
1
P = E [a + b}h

Gdzie a i b to podstawy trapezu, a h to jego wysokos¢.

Jesli pierwsza wspotrzedna tej paraboli to xo, to druga wspotrzedna v, = 2 — 1x§.

. 1 2
Woéwczasa =4; b=2-xy,; h=2—-x;

1 1, 1,
P = 5{4-1- 2x,) (2 _EIEJ = (2 +xﬂ](2— Exﬁ)

1,
P() = (2+ ) (2 -5%%)
Funkcja P(x) bedzie miata wartos¢ optymalng dla argumentu, w ktéry pochodna sie wyzeruje.
, 1 1, . 3,
P'(x) = (2 —EI‘J +(2+ x)(—x) = —xTH2-xT—2x= —Ex‘ —2x+2
P'(x)=0,to —=x2=2x+2=0
A=4+12=16

VvA=4






